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Анотація. З кожним роком гнучкий абра-
зивовмісний інструмент знаходить все більше 
застосування при виконанні операцій з очи-
щення металевих і неметалевих поверхонь від 
лакофарбових покриттів, іржі та різного роду 
забруднень. 
Метою даної роботи є дослідження процесу 

коливання пружного волокна при його стаціо-
нарному обертанні, що дозволить визначати 
ресурс полімерно-абразивної щітки. 
Використовуючи теоретичний метод вико-

нувалися наступні дослідження: користуючись 
принципом Д’Аламбера досліджувалась рівно-
вага елемента волокна; визначалися складові 
інтенсивності повного інерційного наванта-
ження, яке діє на елемент стрижня при його 
обертанні; описано відносні взаємозв’язані 
згинні повздовжні коливання консольного 
стрижня ротора при його стаціонарному обер-
танні. 
Результати виконаної роботи дозволяють 

продовжити дослідження коливання полімерно-
абразивного волокна при горизонтальному роз-
ташуванні диску щітки. Що дозволить визнача-
ти ресурс робочого органа. 
Рівномірний розподіл абразивних зерен од-

нієї маси та крупності по всій довжині та в пе-
рерізі волокон дозволяє зменшити частоти зги-
нальних коливань. Це призводить до збільшен-
ня робочого ресурсу щітки, оскільки зменшу-
ються напруження від утоми. 
Результати роботи можна використовувати 

для дослідження ресурсу гнучких абразивних 
робочих органів, які в даний час набувають 
значного поширення. 

Ключові слова: Полімер-абразивна щітка, 
еластичне волокно, обертання, абразив, вібрації 
волокна. 

 
ВСТУП 

 
Полімерно-абразивні щітки (ПАЩ) та 

абразивні армовані круги застосовуються 
для очищення металевих і неметалевих по-
верхонь від лакофарбових покриттів, іржі 
та забруднень при виконанні будівельно-
монтажних робіт (Рис. 1) [1-8]. ПАЩ засто-
совують при зачищенні друкованих плат в 
приладобудуванні, деталей будівельних і 
гірничих машин при діагностиці, в автосер-
вісі та інших галузях. Це пояснюється їх 
універсальністю, здатністю обробляти 
складні по профілю геометричні поверхні, 
високою експлуатаційною стійкістю. ПАЩ 
безпечні в роботі, а для їх приводу викори-
стовуються малопотужні ручні машини, що 
мають невелику масу або переносні маши-
ни з щітковим робочим органом. 

 
 

Рис. 1. Полімерно-абразивна щітка 

Fig. 1. Polymer-abrasive brush 
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МЕТА РОБОТИ 

 
У процесі подальшого вдосконалення, як 

самого інструменту, так і визначення опти-
мальних параметрів його експлуатації при 
різних конкретних умовах, ставилися та 
вирішувалися різні технологічні, конструк-
тивні та інші завдання. Метою та завданням 
даної роботи є дослідження процесу коли-
вання пружного волокна при його стаціо-
нарному обертанні. 

 
ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ 
 
Розглянемо ротор (диск щітки), який 

складається з диска й жорстко приєднаних 
до нього радіально-спрямованих волокон 
(Рис. 2). Волокна представляють собою 
прямі не скручені стрижні з постійним по 
довжині розподілом маси жорсткості. Ротор 
обертається з постійною кутовою швидкіс-
тю ω навколо своєї вісі симетрії [9-11]. 

 
 

Рис. 2. Розрахункова схема механічної поліме-
рно-абразивної щітки 

 
Fig. 2. Calculation scheme of mechanical polymer-
abrasive brush 

 
Введемо наступні праві прямокутні сис-

теми координат:  
OXYZ – інерційна система координат з 

початком у центрі ротора; 
Oxyz – система координат, жорстко 

зв’язана з ротором. Осі OX  й Ox  сумісні з 

віссю власного обертання ротору. Виділимо 
для розгляду одну зі складових системи – 
конкретне волокно, систему координат 
Oxyz замінюємо так, щоб її вісь Oz спів-
падала з повздовжньою віссю стрижня. Си-
стема координат OXYZ розміщена так, щоб 
вісь власного обертання здійснювала обер-
тання у площині OXZ  (рис.2). Центри мас 
та інерції поперечних перерізів волокна 
лежать на вісі Oz. Поперечні перерізи во-
локна симетричні відносно осей Oy й Ox . 
Користуючись принципом Д’Аламбера, 

дослідимо рівновагу елементу волокна по-
ложення котрого у системі Oxyz визнача-
ється координатою .z  Використаємо ліній-
ну теорію прямолінійних стрижнів. Проек-
туючи на осі системи координат Oxyz дію-
чі на елемент сили пружності та інерційні 
сили, отримаємо рівняння поздовжніх та 
змінних у двох площинах коливань волок-
на: 
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(1) 

 
де E , ρ - відповідно модуль пружності й 
щільність (густина) матеріалу волокна; 

F , xI , yI  – відповідно площа попереч-

ного перерізу та його момент інерції відно-
сно вісі Ox  й Oy; 

u , v , w – компоненти вектора перемі-
щення елементу волокна вздовж осей Ox , 
Oy, Oz; xa , ya , za  – відповідні компонен-

ти вектора абсолютного прискорення еле-
менту. 
Повздовжня сила ( zT ), обумовлена влас-

ним обертанням ротора з кутовою швидкіс-
тю ω й діє у поперечному перерізі волокна 
з координатою x, обчислюється за наступ-
ною формулою: 
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( ) ( ) ,
L

z R
T z R s F ds

−
= ρ + × ×∫    (2) 

де R – радіус диска ротору; L  – довжина 
волокна; ( )s x R= −  – повздовжня коорди-
ната елементу волокна, яка обраховується 
від краю диска. 
Вектор навантаження та обумовлене іне-

рцією руху волокна інерційне навантажен-
ня, які діють на елемент волокна обчислю-
ються за формулами:  
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( )

( )

,

,

.

I
x x

I
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I
z z

q F a
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q F a

= −ρ× ×

= −ρ× ×
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    (3) 

 
Вектор абсолютного прискорення a

r
, з 

яким рухається елемент волокна при обер-
танні, визначається за теоремою Коріоліса: 

 

,e r ca a a a= + +r r r r
    (4) 

 

де як і вище, , ,e r ca a a
r r r

 – вектори перенос-
ного, відносного та Коріолісового приско-
рення елементу відповідно. 

Вектор переносного прискорення ea
r

 ви-
значається за формулою: 

,ea r  = λ × λ ×  

r rr r
   (5) 

де λ
r

 – вектор абсолютної кутової швидкос-
ті рухомої системи координат Oxyz; 

r
r

 – радіус-вектор елементу волокна у 
системі координат Oxyz. 

У базисі 1 1 1( , , )i j k
rr r

 системи координат 

OXYZ вектори λ = ω
r r

 має вид (Рис. 2): 
 

1 1 10 0 .i j kλ = × + × + ω×
rr r

  (6) 

 
Введемо фазову координату tτ = ω×  

(див. Рис. 2) й визначимо радіус-вектор 
елементу стрижня у системі координат 
OXYZ: 

1 1 1cos sin 0 .r z i z j k= × τ× + × τ× + ×
rr rr

  (7) 

 
Виконавши відповідні векторні операції, 

отримаємо проекції вектору переносного 

прискорення ea
r

 на осі системи координат 
OXYZ: 

2
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0,

sin ,

cos .

e
x

e
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e
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a z

a z

=

= − ×ω × τ

= − × τ×ω

   (8) 

У рухомій системі координат Oxyz ком-

понент вектора ea
r

 визначаємо наступним 
чином: 

2

0,

sin cos 0,

cos sin .

e e
x X

e e e
y z Y

e e e
z Z Y

a a

a a a

a a a z

 = =
 = − × τ + × τ =


= × τ + × τ = − ×ω

 (9) 

Складові вектору відносного прискорен-

ня ra
r

 у напрямку осей системи координат 
Oxyz: 

2
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2

2

2
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    (10) 

Вектор прискорення Коріоліса ca
r

 еле-
менту стрижня обчислюється за формулою: 

2 ,c ra V = λ×
 

r rr
   (11) 

де rV
r

 – вектор відносної швидкості елеме-
нту зі складовими: 

,

,

.

r
x

r
y

r
z

w
V

t
v

V
t
u

V
t

∂=
∂
∂=
∂
∂=
∂

    (12) 

Вектор кутової швидкості рухомої сис-

теми координат Oxyz у базисі ( , , )i j k
rr r

 ви-
ражається формулою: 

 

0 0i j kλ = × + × + ω×
rr r r

.  (13) 
 
Складаючи відповідні частини з виразів 

(9)–(11), отримуємо проекції вектору абсо-
лютного прискорення a

r
 елементу стрижня 
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на вісі системи координат Oxyz. Потім за 
формулами (3) визначаємо складові інтен-
сивності повного інерційного навантажен-
ня, діючого на елемент стрижня при його 
обертанні, 

2
( )

2

2
( )

2

2
( ) 2

2

,

2 ,

2 .

I
x

I
y

I
z

W
q F

t

v u
q F

tt

u v
q F z

tt

  ∂= −ρ× ×  
∂   


 ∂ ∂ = −ρ× × + ω×  ∂∂   


 ∂ ∂ = −ρ× × − ×ω + − ω×  ∂∂  

 (12) 

Замінюючи у виразах (12) частинні похі-
дні по часу t  похідними по фазовій коор-
динаті τ  за допомогою співвідношень 

 

2 2
2

2 2

,

.

t

t

∂ ∂= ω×
∂ ∂τ
∂ ∂= ω ×
∂ ∂τ

.                (13) 

 
й підставляючи (12) у (1), отримаємо сис-
тему диференціальних рівнянь частинних 
похідних, що описує відносні коливання 
стрижня ротору при обертанні,  
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∂
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∂
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



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
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
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
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∂+ρ× ×ω × × = ∂

(14) 

Отже, коливання в площині обертання 
(~ ( , ))W zτ  не пов’язані з коливаннями по-

вздовжніх (~ ( , ))U z τ  та згинальних 
(~ ( , ))V z τ  коливань у площині обертання. 
(Останні зв’язані між собою). Усі коливан-
ня відбуваються з частотою ω. 
Отримані рівняння системи (14) для 

елементу стрижня доповнюємо граничними 
умовами: на краю диску ротора ( )z R=  ви-
конується умова жорсткого закріплення, на 
кінці стрижня ( )z R L= +  – умови вільного 
краю (взаємодія з поверхнею, що обробля-
ється, не враховується): 
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(15) 

 
Система диференціальних рівнянь разом 

з граничними умовами описує відносні вза-
ємозв’язані згинальні повздовжні коливан-
ня консольного стрижня ротора при стаціо-
нарному обертанні останнього. 
З урахуванням виду системи (14), (15) 

розв’язок будемо шукати у наступній фор-
мі: 
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Використовуючи у якості координатних 
функції sin ,pτ  cospτ  ( 0 1p= , , … , k ) за до-
помогою проекційного методу з системи 
(14) після додаткових перетворень отриму-
ємо систему звичайних диференціальних 
рівнянь з незалежною змінною z, яка на-
ближено замінює вихідну. Як показують 
розрахунки на ЕОМ, в області розглянутих 
значень вихідних параметрів за умовами 
збіжності обчислень можна обмежитись 
числом 4k = . При цьому коефіцієнти  

1 3 1 3 2 4( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )c c s s s sU z U z V z V z W z W z 

виявились близькими до нуля. Включаючи 
їх отримуємо відповідну такій постановці 
систему звичайних диференціальних рів-
нянь, залежних від аргументу z, представ-
лених системою (17). 

Система (17) інтегрувалась чисельно за 
допомогою методу скінчених різниць 
(MATHCAD). При цьому для перевірки 
збіжності обчислень відрізок 

( )R z R L≤ ≤ +  розбивався на 50, 100 й 200 
скінчено різницевих ділень. Як показали 
подальші розрахунки, максимальна розбіж-
ність отриманих результатів у цих випадках 
не перевищувала 1%. 

 
 

ВИСНОВКИ 
 
Використання абразивів однієї маси та 

крупності з рівномірним їх розподілом як 
по всій довжині так і в перерізі волокон 
дозволяє зменшити частоти згинальних 
коливань, що призводить до збільшення 
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робочого ресурсу щітки за рахунок змен-
шення напружень від утоми. 
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Research process of elastic fiber oscillation  

during its rotation 
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Abstract. With every passing year, the flexible 
abrasive tool is increasingly used. It is used in the 
cleaning of metal and non-metal surfaces from 
paint coatings, rust and all kinds of impurities. 

The purpose of the work is to study the process 
of oscillation of the elastic fiber during its station-
ary rotation. The result of the work will determine 
the life of the polymer-abrasive brush. 

Using the theoretical method, the following 
studies were performed: using the D'Alembert 
principle, the fiber element equilibrium was inves-
tigated; the components of the intensity of the total 
inertial load acting on the element of the rod dur-
ing its rotation were determined; describes the 
relative interconnected bends of longitudinal oscil-
lations of the cantilever rod of the rotor during its 
stationary rotation. 

The results of the performed work allow to con-
tinue the study of oscillations of polymer-abrasive 
fibers with horizontal arrangement of the brush 
disk. This will determine the resource of the work-
ing body. 

The uniform distribution of abrasive grains of 
the same mass and size over the entire length and 
in section of the fibers allows to reduce the fre-
quency of bending oscillations. This increases the 
brush workforce. As fatigue stresses decrease. 

The results of the work can be used to investi-
gate the resource of flexible abrasive working bod-
ies. Which are becoming widespread in modern 
times. 

Keywords: Polymer-abrasive brush, elastic fi-
ber, rotation, abrasive, vibrations of fiber.

 


