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Аннотация. В данном исследовании пред-

ложена уточнённая математическая модель 

стреловой системы манипулятора, позволяю-

щая исследовать динамику работы манипуля-

тора с учетом податливости его упругого осно-

вания вследствие ее деформирования. Матема-

тическая модель составлена на основании 

уравнений Лагранжа второго рода для голо-

номной механической системы с двумя степе-

нями подвижности. В качестве обобщенных 

координат принято угол поворота стрелы ма-

нипулятора относительно горизонтальной по-

верхности и угол качание опорной рамы при 

этом звенья манипулятора принято абсолютно 

жесткими с массами, отнесенными в их геомет-

рические цента. Результаты исследований в 

виде кинематических характеристик обобщен-

ных координат и амплитуд колебаний податли-

вого опорного звена стреловой системы мани-

пулятора получено при воздействие приводно-

го момента от гидропривода, выполненного для 

типовых линейных функций момента.  

Ключевые слова: динамика, манипулятор, 

динамическая модель, дифференциальное 
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АНАЛИЗ ПРОБЛЕМЫ 

 

При работе грузоподъёмных машин, в 

частности подъёмных стреловых кранов, 

кранов-манипуляторов и подобных систем, 

в их приводных механизмах возникают 

значительные динамические нагрузки, ко-

торые приводят к колебаниям составных 

элементов таких систем [1-5]. Одним из 

негативных последствий может оказаться 

потеря устойчивости грузоподъёмной ма-

шины вследствие деформации ее опорного 

механизма [6-8]. В качестве опорной си-

стемы манипулятора может быть его рама, 

элементы опорного контура и даже опорная 

поверхность. Так как все эти элементы 

имеют разную жесткость, рассчитать кото-

рую точно порой довольно сложно, а ино-

гда и не возможно, необходимо иметь 

представление о величине влияния упруго-

го основания на динамическую картину 

машины в целом [8]. Таким образом иссле-

дование динамических характеристик кра-

нов и манипуляторов с учетом упругости 

их опорных элементов является важной 

проблемой.  

 

ПОИСК СУЩЕСТВУЮЩИХ РЕШЕНИЙ 

 

Ранее в работах [9-11] уже было рас-

смотрено проблему влияния упругости зве-

ньев манипулятора на динамику его рабо-

ты, а в работах [10, 11] предложены мате-

матические модели манипулятора на упру-

гом основании, однако представленные 

исследования не показывают полную ди-

намическую картину влияния упругости 

звеньев системы на процесс изменения вы-

лета.  

В работе [12] показано решение по сни-

жению колебаний механической стрелы 

манипулятора, работающего на упругом 

основании, однако при этом была исполь-

зована упрощенная математическая модель 

динамической колебательной системы. 
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Данное исследование проведено чтобы 

уточнить существующую математическую 

модель манипулятора на упругом основа-

нии и исследовать ее поведение на внешнее 

воздействие при изменении упругости 

опорного механизма. 

 

ОСНОВНАЯ ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

 

Построение адекватной математической 

модели манипулятора, работающего на 

упругом основании в процессе изменения 

вылета груза за счет подъёма стрелы и ана-

лиз ее поведения на внешнее воздействие. 

 

 

ИЗЛОЖЕНИЕ МАТЕРИАЛА  

ИССЛЕДОВАНИЯ 

 

Рассмотрим динамическую систему 

стрелового манипулятора с гидроприводом 

(см. Рис. 1), которая состоит из стрелы 

длиной l1 и массой m1, приводного гидро-

цилиндра и опорной рамы длиной l2 и мас-

сой m2. Стрела шарнирно закреплена на 

неподвижной опоре. На стреле расположен 

груз массой m, а перемещения стрелы вы-

полняется гидроцилиндром, который што-

ком контактирует со стрелой на расстоянии 

а1 от оси ее поворота, а корпусом – с опор-

ной рамой на расстоянии а2 от оси поворота 

стрелы. Опорная рама одной своей частью 

 
Рис. 1. Динамическая модель рассматриваемой стреловой системы манипулятора: l1 – длинна стре-

лы; l2 – длинна опорной базы; а1, а2 – установочные размеры приводного гидроцилиндра; q – координата 

перемещения штока приводного гидроцилиндра; α и φ – соответственно, углы поворота стрелы и качания 

опорной базы относительно горизонтальной поверхности О-О; m, m1, m2 – массы груза, стрелы и опорной 

базы манипулятора; F1, F2 – приводная сила подъёма стрелы и сила ее противодействия, которая восприни-

мается опорной базой манипулятора; с – жесткость опорной стойки; β и γ – вспомогательные углы 

 
Fig. 1. The dynamic model of the manipulator jib system: l1 – the length of the boom; l2 – the length of the 

support base; а1, а2 – installation dimensions of the drive hydraulic cylinder; q – the coordinate of movement rod of 

the drive hydraulic cylinder; α and φ – angles of rotation the boom and the support base relative to the horizontal 

surface O-O; m, m1, m2 – weight of the load, manipulator boom and support base; F1, F2 – drive force of boom lift-

ing and force of its reaction, which is perceived by the manipulator support base; c – the support rigidity; β and γ – 

auxiliary angles 
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вместе со стрелой опирается на неподвиж-

ную опору, а другой – на подвижное в вер-

тикальной плоскости звено опорной части, 

которое на представленной схеме изобра-

жено в виде пружины жесткостью с. 

На схеме из Рис. 1 показан угол φ отве-

чающий за поворот опорной рамы и общий 

угол α поворота стрелы относительно гори-

зонтальной плоскости. Таким образом угол 

α зависит от угла φ и отвечает за совмест-

ное движение стрелы и опорной рамы. 

Массой гидроцилиндра и упругостью стре-

лы в дальнейшем пренебрегается. 

   При выдвижении штока приводного 

гидроцилиндра происходит изменение угла 

ψ между стрелой и опорной рамой, что 

приводит к повороту стрелы вокруг ее не-

подвижной оси, однако вследствие дефор-

мации пружинной опоры, рама, на которую 

опирается приводящий гидроцилиндр и 

передает на ее нагрузку, также совершает 

движение. 

Кинетическая энергия рассматриваемой 

системы при условии, что масса стрелы и 

опорной рамы сосредоточены в их геомет-

рических центрах, равна: 
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где J1 и J2 – моменты инерции стрелы и 

опорной рамы относительно точки их по-

ворота;   и   – угловые скорости. 

Потенциальная энергия системы: 
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где m, m1 и m2 – соответственно, масса гру-

за, стрелы и опорной рамы; l1, l2 – длина 

стрелы и опонной рамы; с – жесткость 

упругой опорной стойки; φ0 – начальное 

отклонение опорной рамы от горизонтали 

(в дальнейших расчетах для простоты было 

принято φ0 = 0).  

Используя уравнение Лагранжа второго 

рода в котором обобщенными координата-

ми приняты угол φ качания стреловой си-

стемы и обобщенный угол α перемещения 

стрелы, получено систему уравнений, опи-

сывающие динамику рассмотренной систе-

мы: 
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где М – внешний приводящий момент, со-

здаваемый приводом; ψ – угол между стре-

лой и опорной рамой. 

Внешний приводной момент может быть 

найден через параметры гидравлического 

привода: 
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где р – давление в нагнетающей гидроли-

нии приводного гидроцилиндра; S, а1, а2 – 

соответственно рабочая площадь привод-

ного гидроцилиндра и его установочные 

размеры. 

Числовыми методами с использованием 

решателя Mathematica найдены решения 

для дифференциальных уравнений задачи 

(3) на основании чего исследована законо-

мерность влияния приводного момента на 

изменения угла поворота стрелы и угла 

качания опорной рамы. На Рис. 2 показано 

зависимости изменения углов поворота и 

приводного момента для следующих пара-

метров стреловой системы манипулятора: 

1m = 300 кг; 2m = 100 кг; m = 900 кг; 1l = 4 

м; 2l = 2 м; 2
111

3

1
lmJ  ; 2

222
3

1
lmJ  ; g = 9,81 

м/с2; φ(0) = 0; ψ(0) = 45°.  
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Как видно из графиков на Рис. 2, при 

воздействии на систему вешним моментом 

равным моменту статического равновесия, 

можно получить условие качания опорной 

рамы манипулятора, причем чем больше 

жеткость упругой опоры, тем меньша будет 

амплитуда, однако даже при жесткости в 

1.106 Н/м наблюдаются микроколебания. 

Небольшие изменеия общего угла α из Рис. 

2, в свидетельстует о небольшем 

«проседании» опорной стойки вследствии 

чего система начинае постепенно выходить 

из состояния равновесия, дополнительно 

нагружая упругую опорную стойку. 

На Рис. 3 и Рис. 4 представлено графики, 

которые построены для разных вариантов 

нагружения приводным моментом рассмат-

риваемой стреловой системы 

манипулятора. Графики на Рис. 3 и Рис. 4 

показывают, что уменьшение жесткости 

опорной стойки, приводит к увеличению 

колебаний в системе. Также можно уви-

деть, как небольшое увеличение на 5-25% 

приводного момента приводит к выходу 

стреловой системы из состояния равнове-

сия и порождает колебательные процессы. 

Причем также важным аспектом является 

время приложения нагрузки. Так на Рис. 4 в 

и Рис. 4 г видно, что действия небольшого 

внешнего момента на систему, который 

превышает момент статического равнове-

сия на 10-15% на протяжении всего 0,1 с 

побуждает перемещение стрелы и проседа-

ния опорной стойки манипулятора. Увели-

чение жесткости опорного звена способ-

ствует уменьшению колебаний, однако не 

убирает их полностью. В системе остаются 

микро перемещения не заметны человече-

скому глазу, однако ощутимы для металло-

конструкции стреловой системы машины и 

могут негативно влиять на ее ресурс. 

Также необходимо отметить, что в дан-

ной модели не было учтено упругости са-

мой стреловой системы манипулятора и 

         
а (а)         б (b)  

                   
   в (c)           г (d) 

Рис. 2. Графики изменения угла поворота стрелы ψ (а), угла качания опорной рамы φ (б) и общего 

угла поворота α (в) при воздействии приводного момента М равного моменту статического 

равновесия системы (г) для начального положения стрелы ψ(0) = 45°, φ(0) = 0° и жесткости 

опорной стойки с = 1 . 106 Н/м 

 

Fig. 2. The graphs of change an angle ψ of rotation the boom (a) and the swing angle φ of the support 

frame (b) and total swing angle under the influence of the driving moment M equal to the moment of 

static equilibrium of the system (c) at the initial position ψ = 45°, φ = 0° and the rigidity of the support 

frame with c = 1. 106 N/m 
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демпфирующих свойств привода, однако 

представленные результаты дают понять 

картину динамики поведения механической 

системы при работе с учетом податливости 

ее звеньев. Из Рис. 3, а видно, что при воз-

действии на стреловую систему манипуля-

тора приводного постоянного момента, ко-

торый превышает статический для заданно-

го положения стрелы на 5% осуществляет-

ся ее перемещение из положения 45° в по-

ложения 137° за 3 с, а при воздействии мо-

мента такого же номинала на протяжении 1 

с (см. Рис. 3, б) заставляет стрелу двигаться 

из положения 45° в положение 55° за 2 с, 

после чего стрела начинает обратное дви-

жения вследствие недостаточной величины 

внешнего приводного момента. 

 
а (а) 

 
б (b) 

 
в (c) 

 
г (d) 

Рис. 3.  Графики изменения угла поворота стрелы ψ, угла качания опорной рамы φ и приводного 

момента М при жесткости опорной стойки с = 1.106 Н/м: а – для постоянного приводного момента;  б, в – 

для изменяемого приводного момента c постянным воздействием на протяжении 1 с; г – для изменяемого 

приводного момента c постянным воздействием на протяжении 0,5 с; Мст – момент статического равновесия 

системы 

 

Fig. 3. The graphs of the change in the angle ψ of the boom rotation, the swing angle φ of the support frame 

and the driving moment M with the rigidity of the support c = 1.106 N/m: a – for a constant driving torque; b, c – 

for a variable drive torque with a constant impact for 1 s; d – for a variable drive torque with a constant impact for 0,5 s; 

Мст it the moment of static equilibrium of the system 

1,05Мст 

1,05Мст 

1,1Мст 

1,15Мст 
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а (а) 

   
б (b) 

   
в (c) 

 

   
г (d) 

Рис. 4.  Графики изменения угла поворота стрелы ψ, угла качания опорной рамы φ и приводного 

момента М: а – для изменяемого приводного момента c постянным воздействием на протяжении 0,5 с при 

жесткости опорной стойки с = 1.105 Н/м; б – для изменяемого приводного момента c постянным воздействием 

на протяжении 1 с при жесткости опорной стойки с = 1.105 Н/м; в – для изменяемого приводного момента c 

постянным воздействием на протяжении 0,1 с при жесткости опорной стойки с = 1.105 Н/м; г – для изменяемого 

приводного момента c постянным воздействием на протяжении 0,1 с при жесткости опорной стойки с = 1.104 

Н/м; Мст – момент статического равновесия системы 

 

Fig. 4. The graphs of the change the angle ψ of the boom rotation, the swing angle φ of the support frame 

and the driving moment M: a – for a variable driving moment with a constant impact for 0,5 s with the rigidity of the 

support frame c = 1.105 N/m; b – for a variable driving moment with a constant impact for 1 s with a support rack stiff-

ness c = 1.105 N/m; c – for a variable driving torque with a constant impact for 0,1 s with a support rack stiffness c = 

1.105 N/m; d – for a variable driving moment with a constant effect for 0,1 s with a support rack stiffness c = 1,104 N/m; 

Мст it is the moment of static equilibrium of the system 
 

Для сравнения кинематических характе-

ристик рассматриваемой механической си-

стемы на Рис. 5 представлено графики из-

менения скорости угла между стрелой и 

опорной рамой, а также угла качания опор-

ной рамы для рассмотренных вариантов 

внешнего воздействия приводного момента 

и разной жесткости упругого опорного 

элемента.   

1,15Мст 

1,1Мст 

1,25Мст 

1,25Мст 
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а (a) 

 
б (b) 

  
в (c) 

  
г (d) 

  
е (e) 

 
Рис. 5.  Графики изменения скоростей угла поворота стрелы ψ и угла качания опорной рамы φ при 

действии приводного момента М разной продолжительностью: а, б, в – для жесткости опорной стойки с = 

1.106 Н/м; г, е – для жесткости опорной стойки с = 1.105 Н/м 

 

Fig. 5. Graphs of speed changes of the rotation angle of the boom ψ and the swing angle of the support frame 

φ under the action of the different durations drive moment M: a, b, c – for the rigidity of the support post c = 

1,106 N/m; d, e – for the rigidity of the support post c = 1,105 N/m 

 

Как видно из представленных графиков 

на Рис. 5, изменение жесткости опорного 

элемента на порядок приводит к 

изменению максимальной амплитуды 

колебаний скорости в 2,7 раза, а частоты – 

в 3 раза, при этом характер колебаний 

практически не изменяется. 

1,05Мст 

1,1Мст 

1,1Мст 

1,15Мст 

1,15Мст 
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      а (a)        

  
б (b)  

  
в (с) 

Рис. 6. Графики изменения давления в системе управления приводным гидроцилиндром для разной 

жесткости упругой опоры и внешнего приводного момента для следующих параметров системы: S = 

0,00785 м2; а1 = 1 м; а2 = 1 м: а – при действии момента равного 1,15Мст на протяжении 0,5 с; б – при дей-

ствии момента равного 1,1Мст на протяжении 1 с; в – при действии момента равного 1,25Мст на протяжении 0,1 

с 

 

Fig. 6. The graphs of change pressure in the control system of the hydraulic drive cylinder for different rigid-

ity of the elastic support and external drive moment for the following system parameters: S = 0,00785 m2; a1 

= 1 m; a2 = 1 m: a – under the action of a moment equal to 1,15Мст for 0,5 s; b – under the action of a moment equal 

to 1,1Мст for 1 s; c – under the action of a moment equal to 1,25Мст for 0,1 s 
  

Из уравнения (4) найдем давление в 

приводном гидроцилиндре манипулятора: 

 

)sin(

)cos(2

21

21
2
2

2
1






aSa

aaaaM
p  .  (5) 

 

Подставляя в полученную зависимость 

(5) найдены ранее законы движения по Рис. 

3 и Рис. 4, построено графики изменения 

давления в гидравлической системе 

управления (см. Рис. 6). 

 

ВЫВОДЫ 

 

Разработана уточненная математиче-

ская модель стреловой системы манипу-

лятора с упругим основание позволяет 

определять законы управления рассмот-

ренной системы манипулятора. В пред-

ставленной системе манипулятора при-

водной момент является основным 

управляемым воздействием, влияющим 

на величину колебательных процессов, 

возникающих в упругом основании.  

Увеличение жесткости упругого ос-

нования, как и ожидалось, позволяет 

снизить амплитуду колебаний, но не 

убрать их полностью. Также полученные 

результаты дают представление того как 

в стреловой системе манипулятора про-

ходят колебательные процессы, возни-

кающие от действия приводных усилий 

привода. 

1,15Мст 

1,1Мст 

1,25Мст 

с = 1.106Н/м с = 1.105Н/м 

с = 1.106Н/м с = 1.105Н/м 

с = 1.105Н/м с = 1.106Н/м 
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В дальнейшем для оптимизации дви-

жений рассмотренной стреловой систе-

мы манипулятора, необходимо особое 

внимание уделять приводному моменту.  
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Abstract. This study was proposed a refined 

mathematical model of the boom system of the 

manipulator, which makes it possible to study the 

dynamics of the manipulator robot, taking into 

account the compliance of the elastic base due to 

its deformation. The mathematical model based on 

the Lagrange equations of the second kind for a 

mechanical system with two degrees of freedom, 

and the angle of rotation of the manipulator boom 

relative to the horizontal surface and the swing 

angle of the support frame was took as generalized 

coordinates. The purpose of this study was to ana-

lyze the behavior of the boom system of the ma-

nipulator on the effect of the drive torque from the 

hydraulic drive system and to obtain the kinematic 

characteristics of the generalized coordinates and 

amplitudes of oscillations of the compliant support 

link. 
Keywords: dynamics, manipulator, dynamic 

model, differential equation, vibrations, elastic 

support, boom system. 

 
 

 

 

 

 


