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Анотація. Робота присвячена аналізу нелі-

нійних/стохастичних коливань, які виникають у 

будівельних машинах з гусеничною ходою, із 

урахуванням ефекту інерційності регулятора 

швидкості обертання їх двигунів.  

У системах регулювання швидкості обер-

тання машин, які належать до класу мехатрон-

них систем управління рухом (МСУР), зі зрос-

танням чутливості регуляторів неминуче вини-

кає небезпека втрати стійкості до збудження 

автоколивань. Такі коливання, як показано у 

статті, можуть виявитись корисними, напри-

клад, для підвищення чутливості МСУР. У су-

часних керованих будівельних машинах на гу-

сеничній ході існує чітка тенденція до знижен-

ня моментів інерції частин, котрі обертаються, 

й до підвищення жорсткості статичної характе-

ристики двигуна, що й призводить до необхід-

ності врахування перехідних процесів у двигуні 

машини. Зазвичай час встановлення перехідних 

процесів у приводі виявляється одного порядку 

з постійною регулятора. У даній роботі наведе-

ні результати дослідження стійкості стаціонар-

ного режиму обертання й характеру автоколи-

вань поза межами стійкості (у області динаміч-

ного хаосу). Виявлені й досліджені у роботі 

стохастичні коливання/автоколивання можуть 

бути більш ефективними для цілей підвищення 

чутливості МСУР, ніж традиційні, котрі засто-

совуються для цього, періодичні автоколиван-

ня, оскільки останні часто призводять до неба-

жаних резонансних ефектів. У деяких техноло-

гічних та випробувальних будівельних маши-

нах гусеничного типу корисно використовувати 

саме стохастичні автоколивання у якості робо-

чих процесів. 

Ключові слова: аналіз, неліній-

ні/(стохастичні) коливання, гусеничні будіве-

льні машини, регулятор, автоколивання, інер-

ційність, чутливість, мехатронні системи уп-

равління рухом. 

 

ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 

 

Мехатронні системи управління рухом 

(МСУР) сучасних гусеничних будівельних 

машин відрізняються збільшеною чутливіс-

тю регуляторів швидкості обертання таких 

механічних систем і, зокрема, їх двигунів. 

Але зі збільшенням чутливості регуляторів 

неминуче виникає небезпека втрати стійко-

сті регулювання швидкості обертання дви-

гуна, а це, у свою чергу, призводить до збу-

дження автоколивань (як періодичних, так і 

стохастичних). У багатьох випадках такі 

коливання можуть виявитись корисними, 

наприклад, для підвищення чутливості ке-

рування гусеничних будівельних машин. У 

сучасних керованих машинах подібного 

типу тенденція до зменшення моментів іне-

рції частин, котрі обертаються, й збільшен-

ня жорсткості статичної характеристики 
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двигуна призводить до необхідності врахо-

вувати перехідні процеси у самому двигуні. 

Дуже часто час встановлення перехідних 

процесів у приводі двигуна виявляється од-

ного порядку з постійною часу регулятора. 

У даній роботі наведені результати дослі-

дження стійкості стаціонарного режиму 

обертання валу двигуна/привода й характе-

ру автоколивань поза межею стійкості фун-

кціонування регулятора МСУР. 

 

АНАЛІЗ ПУБЛІКАЦІЙ ПО  

ТЕМІ ДОСЛІДЖЕННЯ 

 

Автори [1-5], що досліджували різнома-

нітні коливання, які виникають у машинах, 

із урахуванням інерційності регулятора 

швидкості обертання двигуна, пропонували 

вібраційний спосіб лінеаризації деяких не-

лінійних систем, вивчали автоколивання у 

системах з інерційним збудженням. При 

цьому часто використовували метод точко-

вих відображень задля дослідження дина-

мічних систем та виникаючих у них режи-

мів функціонування типу динамічного хао-

су, котрі є, як правило, некерованими,. 

Проте подібні режими фукціонування регу-

ляторів швидкості обертання приводної си-

стеми/двигуна гусеничних машин, котрі 

використовуються у будівництві, за допо-

могою сучасних МСУР не досліджені. Саме 

цьому і присвячене дане дослідження. 

 

МЕТА РОБОТИ 

 

Обґрунтування методу аналізу неліній-

них коливань/автоколивань (періодичних та 

стохастичнихЇ, умов переходу регуляторів 

швидкості обертання двигуна (за допомо-

гою МСУР) у режим функціонування типу 

«динамічного хаосу». 

 

ВИКЛАД ОСНОВНОГО ЗМІСТУ 

ДОСЛІДЖЕННЯ 

 

Схема регулювання швидкості обертан-

ня приводу гусеничної будівельної машини 

за допомогою МСУР наведена на рис.1. 

На рис.1 введені наступні позначення: 

U  − програмне управління, u  − сигнал 

зворотного (негативного) зв’язку, v U u   

− регульована величина, D  − двигун, M  − 

механізм, 
d

dt


  ,   − кут повороту рото-

ра двигуна, t  − час, МСУРР  − регулятор 

МСУР. 

Рівняння обертання ротора двигуна гу-

сеничної будівельної машини із урахуван-

ням приведених мас передаточних та вико-

навчих механізмів має вигляд: 

 

 д оп.I M M    ,                 (1) 

 

де: I  − приведений момент інерції ( I  не 

залежить від кута повороту ротора), дM  − 

обертальний момент двигуна, 

 оп.M     − приведений момент сил 

опору, 
2

2

d

dt


  . 

Рівняння для обертального моменту дM  

із урахуванням часу   встановлення проце-

сів у двигуні має вигляд [6,7]: 

 

 д д ,M M M v    ,          (2) 

 

 
Рис. 1. Схема регулювання швидкості обертання приводу гусеничної будівельної машини за до-

помогою МСУР 

Fig. 1. Scheme of regulating the speed of rotation of the drive of a tracked construction machine using 

MSUR                           
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де:  ,M v   − характеристика двигуна, у 

якій присутні лінійна та нелінійна складові, 

залежні від v  та  .  

Рівняння регулятора, що здійснює нега-

тивний зворотний зв’язок за швидкістю 

обертання ротора двигуна, запишемо на-

ступним чином: 

 

 2

р р2u u u             ,    (3) 

 

де: р  − постійна часу регулятора МСУР;   

− безрозмірна величина, яка характеризує 

демпфування у регуляторі МСУР,   − кое-

фіцієнт чутливості регулятора;     − не-

лінійна функція, яка описує насичення ре-

гулятора. 

Розглянемо розв’язки системи (1)-(3) для 

лінійної та нелінійної моделей руху даної 

механічної системи. 

I. Лінійна постановка задачі. Стаціона-

рні розв’язки, які відповідають рівномірно-

му обертанню ротора двигуна з кутовою 

швидкістю 0 . 

1.1.Для лінійної постановки задачі й зна-

ходження стаціонарних розв’язків системи 

рівнянь (1)-(3) використаємо наведені ниж-

че співвідношення. 

При рівномірному обертанні ротора дви-

гуна з кутовою швидкістю 0  маємо: 

 

 

 

 

0 0Д 0 Д 0 0

0 0 0

0 0 0

0

; , ;

; 2 ;

;

0.

M M u

u U u

u

   


   


    
   

     (4) 

 

Виділимо лінійні члени у околі стаціо-

нарної точки характеристики двигуна: 

 

     

   

0 0 0

0 0

, ,M v M u r u u

M 

      

    
,  (5) 

 

де:  0M     − доданок у (5), котрий ві-

дображає нелінійні властивості характерис-

тики двигуна, а тому для лінійної постано-

вки задачі дорівнює нулю. Параметри r  та 

  додатні, причому: 

 

0, 0 0, 0

; .
v u v u

M M
r

v
   

   
       

    
(6) 

 

У результаті отримаємо лінеаризовану 

систему рівнянь вигляду: 

 

Д

Д Д

2

р р

;

;

2 .

I M

M M r u

u u u

   

      
           

       (7) 

 

Система рівнянь (7) може бути зведена 

до одного звичайного диференціального 

рівняння для  u t  четвертого порядку: 

 
 

0
IY

A u B u C u D u E         ,  (8) 

де:  

  

    

    

2 2

р р р

2

р р

р

; 2 ;

2 ;

2 ; .

A I B I I

C I I

D I E r

               

             

               

 

Характеристичне рівняння для знахо-

дження коренів   (8) може бути розв’язане 

за алгоритмом й формулами Феррарі. У за-

гальному випадку (8) має для 

 expu f t     чотири різних корені (які 

можуть бути дійсними, або комплексно 

спряженими) 1,2,3,4 , котрі можна знайти з 

алгебраїчного рівняння четвертого ступеню 

для  : 

 
4 3 2 0A B C D E         .    (9) 

 

Тоді загальний розв’язок (8) набуває ви-

гляду: 

   
4

1

expj j

j

u t f t


    .         (10) 

 

Невизначені константи jf  можна знайти 

з термінальних (початкових та кінцевих) 

умов задачі: 
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р р
0 0 р р0 0
; ; ;

t t t t
u u u u u u u u

   
    .  (11) 

 

Знаючи закон зміни у часі t ,  u t  з тре-

тього рівняння (7) знаходимо  t , а потім 

– з першого рівняння (7)  ДM t . 

1.2.Для стаціонарного розв’язку, що від-

повідає рівномірному обертанню ротора 

двигуна з кутовою швидкістю 0 , слід 

розв’язати наступну систему рівнянь: 

 

 
0 0Д 0 0 0 Д 0 0

0

; , ; ;

;

M M v M u     

 

  (12) 

 

II. Нелінійна постановка задачі. Дослі-

дження стійкості стану рівноваги систе-

ми. 

Введемо відхилення від стаціонарного 

розв’язку: 0 ,x     0y u u  , а також 

відключимо ДM -функцію з рівнянь (1) та 

(2), тоді прийдемо до наступної системи 

рівнянь: 

 

 

 

2

02 ;

,

x x x k y f x

y y y ax x

        

      

   (13)                      

 

де: 

 

0

2

р

оп

р

р

1
2 , , ,

, , ,
2 2

1

2

r
k

I I I

M
a



 
     

   

    
     

     

 
  

. 

 
 

 
   0 0

р

,
2

M x x
f x x

I

     
  

   
.  (14) 

Слід зазначити, що    f x f x   , тоб-

то  f x  − непарна функція. 

Обмежуючи розклад нелінійних функцій 

кубічними членами, покладемо: 

 

   3 2 3,f x h x x p x q x        . (15) 

 

Для нормального функціонування регу-

лятора необхідно, щоб його власна частота 




 була більшою 0 , тобто: 

 

р

1

I




 
.                 (16) 

 

Звідси випливає, що   можна вважати 

малим параметром, оскільки: 

 

2

0 р 2

0

  
     

  
.  (17) 

 

Дослідимо стійкість стану рівноваги 

0x x y y    . Згідно з критерієм Рауса-

Гурвіца, особлива точка, яка відповідає 

цьому стану, аперіодично стійка. Умова 

коливної нестійкості у першому наближен-

ні по   має вигляд: 

 
2 2 2

3 2 2

2

4 2 2

8 4
0

4 4

a k

a k

          

       
  

        

.         (18) 

 

З (18) видно, що самозбудження коли-

вань виникає за рахунок інерційної взаємо-

дії між змінними x  та y  (параметр   не 

повинен перевищувати деякого критичного 

значення): 

 

 
1
22

2

крит.

2

2

ak   
      

  

.  (19) 

 

Порівняння умови (18) для редукованої 

системи ( 0  ) показує, що зі зростанням 

  область нестійкості розширюється, тобто 

крит. (19) менше крит.  при 0  : 

 

 крит. крит., 0         .      (20) 

 

Дослідження характеру автоколивань 

регулятора МСУР даної механічної систе-

ми у області нестійкості стану рівноваги 

проводилось за допомогою ПЕОМ. 
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Чисельний аналіз задачі виявив, що у за-

лежності від параметрів виникаючі автоко-

ливання механічної системи можуть бути 

як періодичними, так і стохастичними. 

На Рис. 2 в якості прикладу показані зо-

ни стохастичності на площині параметрів 

( 2 ; k ) для низки значень   за фіксованих 

інших параметрів. З Рис. 2 видно, що зі 

зростанням   не відбувається суттєвих 

змін розмірів зон стохастичності. 

 
а (a) 

 
б (b) 

 
в (c) 

Рис. 2. 0 1, 20, 1, 1, 1, 1;h p q a         

а - 0,    б - 0,1,    в - 0,5.   

Fig. 2.  0 1, 20, 1, 1, 1, 1;h p q a         

а - 0,    b - 0,1,    c - 0,5.   

                              

У зонах стохастичності збуджувані авто-

коливання мають суцільний спектр (Рис. 3, 

а) й автокореляційну функцію (Рис. 3, б). 

Поза зоною стохастичності спостерігають-

ся періодичні автоколивання. 

 
Рис. 3. Спектр (а) та автокореляційна функція 

(б) процесу  x t  при 

0 1, 20, 1, 1, 1,

0,1, 1, 23, 2 0,5.

h p q

a k

      

     
 

Fig. 3. Spectrum (a) and autocorrelation function 

(b) of the process at  

0 1, 20, 1, 1, 1,

0,1, 1, 23, 2 0,5.

h p q

a k

      

     
       

 

У зв’язку із сучасними уявленнями про 

виникнення стохастичності у динамічних 

системах цікаво дослідити процес переходу 

від періодичних автоколивань до стохасти-

чних. 

III. Аналіз переходу механічної системи 

«двигун-регулятор МСУР» від періодичних 

автоколивань до стохастичних при варіа-

ції коефіцієнту k .  

Варіація коефіцієнту 
r

k
I




 здійснюва-

лась при чисельному аналізі на ПЕОМ за 

сталих значень інших параметрів задачі 

( 02 0,5; 20; 1h p q a          ). 

З’ясувалось, що при: 0 0, 1, 25k k k   при 

0;   0 1,08k   при 0,1   особлива точка 

з нульовими координатами (для   та 

д,u M ), а саме: 0x x y y    , − втрачає 

стійкість й виникає граничний цикл, амплі-

туда котрого зростає при збільшенні k  як 

0k k .  

При 1k k  ( 1 113,8, 0; 12,5k k     при 

0,1  ) однотактний цикл з періодом 0T  

втрачає стійкість − народжується двотакт-

ний цикл з періодом 02T , котрий існує при 

1 2k k k  , де 2 18,8k   для 0   й 



MACHINES FOR EARTHWORKS, ROAD AND FORESTRY WORK 

ISSN(online)2709-6149. Mining, constructional, 

road and melioration machines, 106, 2025, 73-81 

78 

2 17,9k   для 0,1  . При 2k k  двотакт-

ний цикл втрачає стійкість й народжується 

чотирьохтактний цикл з періодом 04T . При 

подальшому зростанні k -коефіцієнту чоти-

рьохтактний цикл втрачає стійкість і наро-

джується восьмитактний цикл з періодом 

08T . Графіки залежності від параметра k  

координати x  точки перетину граничного 

циклу, площиною 0,2x   , наведені на 

рис.4 для 0   та 0,1  . 

На жаль, точно не вдалося визначити 

межу/границю існування восьмитактного й 

наступного за ним при збільшенні парамет-

ра k  шістнадцятитактного циклу (з періо-

дом 016T , 
0

0

2
2T


  


, бо 0 1  ). Наяв-

ність у системі біфуркацій подвоєння пері-

оду при зміні k -параметру наштовхує на 

думку про можливість опису їх за допомо-

гою модельного одновимірного відобра-

ження. З цією метою було побудоване відо-

браження Пуанкаре [5]. Для розглядуваної 

системи січна «поверхня» відображення 

тривимірна. 

 
Рис. 4. Малюнок послідовних подвоєнь циклів 

 

Fig. 4. Drawing of successive doublings of cycles 
 

Виявляється, що на цій поверхні у зонах 

стохастичності відображення Пуанкаре ви-

тягнуте у тонкий джут (Рис. 5). 

 

          

         
Рис. 5. Поверхня у координатах ( , ,x y y ) 

 

Fig. 5. Surface in coordinates                      

 

Саме такий підхід дозволяє наближено 

замінити вказані відображення одновимір-

ними у сенсі роботи [5], а потім побудувати 

відповідну йому діаграму Ламерея 

 1k kl T l  , де kl  − координата, яка відра-

ховується вподовж джута. Отримані діаг-

рами для низки значень (у вигляді діаграм 

Ламерея) подано на Рис. 6. Стохастичність 

у системі (13) стійка до зміни нелінійних 

характеристик. Так, при додаванні до фун-

кції  f x  виду (14) квадратичного члену 

2dx  та варіювання знаку й величини d  у 

широких межах − області стохастичності у 

просторі параметрів й характер автоколи-

вань змінювались несуттєво.  

 

ВИСНОВКИ 

 

1. Знайдені та досліджені у роботі стоха-

стичні коливання у механічній системі 

«двигун гусеничної будівельної машини-

регулятор швидкості обертання ротора» за 

допомогою мехатронної системи управлін-

ня рухом (МСУР) можуть виявитись більш 

ефективними для цілей підвищення чутли-
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вості МСУР, ніж традиційно застосовувані 

для цього періодичні автоколивання, оскі-

льки останні часто призводять до небажа-

них ефектів резонансного типу. 

2. Розроблені та науково обгрунтовані 

фізико-механічна та математична моделі 

дозволяють суттєво підвищити чутливість 

регулятора швидкості обертання ротора 

двигуна при застосуванні саме МСУР, як-

що механічну систему «двигун гусеничної 

машини-регулятор швидкості обертання 

ротора» ввести у режим стохастичних авто-

коливань.  

3. Доведено, що подібний підхід може 

бути використаний у подальшому для 

проєктування/моделювання подібних сис-

тем як на стадії їх розробки, так і у режи-

мах реальної експлуатації, а також задля 

уточнення й вдосконалення існуючих інже-

нерних методів розрахунку параметрів дви-

гуна гусеничної будівельної машини та ре-

гулятора швидкості обертання його ротора 

за використання сучасних МСУР. 

4. Слід зазначити, що рівняння системи 

(13) описують доволі широке коло техніч-

них та фізичних систем, у котрих, мабуть, 

теж можуть спостерігатись автоколивання 

(періодичні та стохастичні), аналогічні дос-

лідженим, які описані у роботах [8-15]. 
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Annotation. The paper is devoted to the analy-

sis of nonlinear/stochastic oscillations arising in 

construction machines with tracked gait, taking 

into account the effect of inertia of the rotational 

speed controller of their motors.  

In the systems of rotational speed control of 

machines belonging to the class of mechatronic 

motion control systems (MMCS), as the sensitivity 

of the regulators increases, there is an inevitable 

danger of loss of stability to the excitation of auto 

oscillations. Such oscillations, as shown in the pa-

per, can be useful, for example, to increase the sen-

sitivity of MSUDs. In modern crawler-driven con-

struction machines there is a clear tendency to re-

duce the moments of inertia of rotating parts and to 

increase the rigidity of the static characteristic of 

the motor, which leads to the need to take into ac-

count the transients in the motor of the machine. 

Usually, the transient settling time in the drive is of 

the same order of magnitude as the controller con-

stant. In this paper, the results of the study of the 

stability of the stationary mode of rotation and the 

nature of auto oscillations outside the stability lim-

its (in the region of dynamic chaos) are presented. 

The stochastic oscillations/auto oscillations identi-

fied and investigated in this work may be more 

effective for the purpose of increasing the sensi-

tivity of ISMS than the traditional periodic auto 

oscillations used for this purpose, since the latter 

often lead to undesirable resonance effects.  

In some track-type technological and test con-

struction machines, it is useful to use exactly sto-

chastic auto oscillations as work processes. 

Key words: analysis, nonlinear/(stochastic) os-

cillations, tracked construction machines, regula-

tor, auto oscillations, inertia, sensitivity, mecha-

tronic motion control systems. 

 
Copyright (c) 2025, Authors. This is an open access article 
under the Creative Commons CC BY license 

 

 

 


